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典型例题一

例1  若[image: image1.wmf]1
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分析1  用作差法来证明．需分为[image: image5.wmf]1
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两种情况，去掉绝对值符号，然后比较法证明．
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分析2  直接作差，然后用对数的性质来去绝对值符号．

解法2  作差比较法．
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说明：解法一用分类相当于增设了已知条件，便于在变形中脱去绝对值符号；解法二用对数性质（换底公式）也能达到同样的目的，且不必分而治之，其解法自然简捷、明快．

典型例题二

例2  设[image: image24.wmf]0
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，求证：[image: image25.wmf].
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分析：发现作差后变形、判断符号较为困难．考虑到两边都是正数，可以作商，判断比值与1的大小关系，从而证明不等式．
证明：[image: image26.wmf]b
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说明：本题考查不等式的证明方法——比较法(作商比较法).作商比较法证明不等式的步骤是：判断符号、作商、变形、判断与1的大小.
典型例题三
例3 对于任意实数[image: image34.wmf]a

、[image: image35.wmf]b

，求证[image: image36.wmf]44
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分析 这个题若使用比较法来证明，将会很麻烦，因为，所要证明的不等式中有[image: image38.wmf]4
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，展开后很复杂。若使用综合法，从重要不等式：[image: image39.wmf]22
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出发，再恰当地利用不等式的有关性质及“配方”的技巧可得到证明。
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说明：此题参考用综合法证明不等式．综合法证明不等式主要是应用均值不等式来证明，要注意均值不等式的变形应用，一般式子中出现有平方和乘积形式后可以考虑用综合法来解．
典型例题四
例4 已知[image: image51.wmf]a

、[image: image52.wmf]b

、[image: image53.wmf]cR
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分析 显然这个题用比较法是不易证出的。若把[image: image56.wmf]111
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通分，则会把不等式变得较复杂而不易得到证明．由于右边是一个常数，故可考虑把左边的式子变为具有“倒数”特征的形式，比如[image: image57.wmf]ba

ab

+

，再利用“均值定理”就有可能找到正确的证明途径，这也常称为“凑倒数”的技巧．
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说明：此题考查了变形应用综合法证明不等式．题目中用到了“凑倒数”，这种技巧在很多不等式证明中都可应用，但有时要首先对代数式进行适当变形，以期达到可以“凑倒数”的目的．
典型例题五
例５ 已知[image: image67.wmf]c
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分析：此题直接入手不容易，考虑用分析法来证明，由于分析法的过程可以用综合法来书写，所以此题用两种方法来书写证明过程.

证明一：(分析法书写过程)
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证明二：(综合法书写过程)
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说明：学会分析法入手，综合法书写证明过程，但有时这两种方法经常混在一起应用，混合应用时，应用语言叙述清楚.
典型例题六
例6  若[image: image86.wmf]0,0
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分析 这个不等式从形式上不易看出其规律性，与我们掌握的定理和重要的结论也没有什么直接的联系，所以可以采用分析的方法来寻找证明途径．但用“分析”法证不等式，要有严格的格式，即每一步推出的都是上一步的充分条件，直到推出的条件是明显成立的（已知条件或某些定理等）．
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    说明：此题考查了用分析法证明不等式．在题目中分析法和综合法是综合运用的，要注意在书写时，分析法的书写过程应该是：“欲证……需证……”，综合法的书写过程是：“因为（∵）……所以（∴）……”，即使在一个题目中是边分析边说明也应该注意不要弄混．

典型例题七
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分析：本题结论的反面比原结论更具体、更简、宜用反证法．
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说明：本题三种方法均采用反证法，有的推至与已知矛盾，有的推至与已知事实矛盾．

一般说来，结论中出现“至少”“至多”“唯一”等字句，或结论以否定语句出现，或结论肯定“过头”时，都可以考虑用反证法．

典型例题八
例8 设[image: image130.wmf]x
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分析：用综合法证明比较困难，可试用分析法．
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∴原不等式成立．

说明：1．本题证明易出现以下错误证法：[image: image141.wmf]xy
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2．用分析法证明数学问题，要求相邻两步的关系是[image: image149.wmf]B
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典型例题九
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分析：联想三角函数知识，进行三角换元，然后利用三角函数的值域进行证明．

证明：从条件看，可用三角代换，但需要引入半径参数[image: image152.wmf]r

．

∵[image: image153.wmf]2

1

2

2

£

+

£

y

x

，

∴可设[image: image154.wmf]q

=

cos

r

x

，[image: image155.wmf]q

=

sin

r

y

，其中[image: image156.wmf]p

£

q

£

£

£

2

0

2

1

，

r

．

∴[image: image157.wmf])

2

sin

2

1

1

(

cos

sin

2

2

2

2

2

q

-

=

q

q

-

=

+

-

r

r

r

y

xy

x

．

由[image: image158.wmf]2

3

2

sin

2

1

1

2

1

£

q

-

£

，故[image: image159.wmf]2

2

2

2

3

)

2

sin

2

1

1

(

2

1

r

r

r

£

q

-

£

．

而[image: image160.wmf]2
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说明：1．三角代换是最常见的变量代换，当条件为[image: image163.wmf]2
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时，均可用三角代换．2．用换元法一定要注意新元的范围，否则所证不等式的变量和取值的变化会影响其结果的正确性．
典型例题十
例10 设[image: image166.wmf]n

是正整数，求证[image: image167.wmf]1
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分析：要求一个[image: image168.wmf]n

项分式[image: image169.wmf]n
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的范围，它的和又求不出来，可以采用“化整为零”的方法，观察每一项的范围，再求整体的范围．

证明：由[image: image170.wmf])
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说明：1、用放缩法证明不等式，放缩要适应，否则会走入困境．例如证明[image: image179.wmf]4
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，如果从第3项开始放缩，正好可证明；如果从第2项放缩，可得小于2．当放缩方式不同，结果也在变化．

2、放缩法一般包括：用缩小分母，扩大分子，分式值增大；缩小分子，扩大分母，分式值缩小；全量不少于部分；每一次缩小其和变小，但需大于所求，第一次扩大其和变大，但需小于所求，即不能放缩不够或放缩过头，同时放缩后便于求和．
典型例题十一
例11 已知[image: image181.wmf]0
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分析：欲证不等式看起来较为“复杂”，宜将它化为较“简单”的形式，因而用分析法证明较好．

证明：欲证[image: image183.wmf]b
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即要证[image: image185.wmf]2
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即要证[image: image187.wmf]b
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∵[image: image192.wmf]0
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说明：分析法证明不等式，实质上是寻求结论成立的一个充分条件．分析法通常采用“欲证——只要证——即证——已知”的格式．
典型例题十二
例12 如果[image: image194.wmf]x

，[image: image195.wmf]y

，[image: image196.wmf]z
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分析：注意到不等式左边各字母在项中的分布处于分离状态，而右边却结合在一起，因而要寻求一个熟知的不等式具有这种转换功能（保持两边项数相同），由[image: image199.wmf]0
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证明：∵[image: image201.wmf]2

4

2

4

2

4

8

8

8

)

(

)

(

)

(

z

y

x

z

y

x

+

+

=

+

+


[image: image202.wmf]4
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∴[image: image208.wmf]3
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说明：分析时也可以认为是连续应用基本不等式[image: image209.wmf]ab

b

a

2

2

2

³

+
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如果原题限定[image: image211.wmf]x
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显然其证明过程仍然可套用原题的思路，但比原题要难，因为发现思路还要有一个转化的过程．

典型例题十三
例13 已知[image: image217.wmf]1
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分析：此命题的形式为否定式，宜采用反证法证明．假设命题不成立，则[image: image222.wmf]a
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以上三式相加，即得：

[image: image239.wmf]2
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显然①与②相矛盾，假设不成立，故命题获证．

说明：一般情况下，如果命题中有“至多”、“至少”、“都”等字样，通常情况下要用反证法，反证法的关键在于“归谬”，同时，在反证法的证明过程中，也贯穿了分析法和综合法的解题思想．
典型例题十四
例14 已知[image: image240.wmf]a

、[image: image241.wmf]b

、[image: image242.wmf]c

都是正数，求证：[image: image243.wmf]÷
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分析：用分析法去找一找证题的突破口．要证原不等式，只需证[image: image244.wmf]3
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由[image: image252.wmf]a
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∴原不等式成立．

证法二：∵[image: image256.wmf]a
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说明：题中给出的[image: image264.wmf]2
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都是正数，形式同算术平均数与几何平均数定理一样，不加分析就用算术平均数与几何平均数定理来求证，问题就不好解决了．

原不等式中是用“不大于”连结，应该知道取等号的条件，本题当且仅当[image: image271.wmf]ab
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典型例题十五
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说明：换元的思想随处可见，这里用的是三角代换法，这种代换如能将其几何意义挖掘出来，对代换实质的认识将会深刻得多，常用的换元法有：(1)若[image: image291.wmf]1
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典型例题十六
例16 已知[image: image301.wmf]x

是不等于1的正数，[image: image302.wmf]n
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分析：从求证的不等式看，左边是两项式的积，且各项均为正，右边有2的因子，因此可考虑使用均值不等式．

证明：∵[image: image304.wmf]x
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说明：本题看起来很复杂，但根据题中特点，选择综合法求证非常顺利．由特点选方法是解题的关键，这里因为[image: image310.wmf]1
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x

，所以等号不成立，又因为①，②两个不等式两边均为正，所以可利用不等式的同向乘性证得结果．这也是今后解题中要注意的问题．
典型例题十七
例17 已知，[image: image311.wmf]x
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分析：从本题结构和特点看，使用比较法和综合法都难以奏效．为找出使不等式成立的充分条件不妨先用分析法一试，待思路清晰后，再决定证题方法．
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说明：此题若一味地用分析法去做，难以得到结果．在题中得到只需证[image: image330.wmf]1
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后，思路已较清晰，这时改用综合法，是一种好的做法．通过此例可以看出，用分析法寻求不等式的证明途径时，有时还要与比较法、综合法等结合运用，决不可把某种方法看成是孤立的．
典型例题十八
例18 求证[image: image331.wmf]2

1

3

1

2

1

1

2

2

2

<

+

+

+

+

n

L

．

分析：此题的难度在于，所求证不等式的左端有多项和且难以合并，右边只有一项．注意到这是一个严格不等式，为了左边的合并需要考查左边的式子是否有规律，这只需从[image: image332.wmf]2
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下手考查即可．
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说明：此题证明过程并不复杂，但思路难寻．本题所采用的方法也是解不等式时常用的一种方法，即放缩法．这类题目灵活多样，需要巧妙变形，问题才能化隐为显，这里变形的这一步极为关键．
典型例题十九
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分析：因为涉及到三角形的边角关系，故可用正弦定理或余弦定理进行边角的转化．
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说明：三角形中最常使用的两个定理就是正弦和余弦定理，另外还有面积公式[image: image354.wmf]C
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．本题应用知识较为丰富，变形较多．这种综合、变形能力需要读者在平时解题时体会和总结，证明不等式的能力和直觉需要长期培养．
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